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KRZYSZTOF WOJTOWICZ

O FILOZOFII MATEMATYKI IMRE LAKATOSA

Prace Imre Lakatosa sa znane kazdemu, kto zajmuje si¢ filozofia nauki,
a zwroty takie jak ,,metodologia programéw badawczych” sa w powszech-
nym uzyciu. Mniej jednak znane sa prace Lakatosa dotyczace filozofii mate-
matyki'. Celem niniejszego artykulu jest prezentacja pogladéw Lakatosa
dotyczacych tej wiasnie kwestii oraz analiza krytyczna — z koniecznosci
ograniczona do minimum. Artykut nalezy wigc traktowacé raczej jako zachgte
do podjecia wlasnych badan w tej dziedzinie niz jako wyczerpujace studium.
Zachgcam do nich, gdyz uwazam, ze — niezaleznie od oceny pogladéw Laka-
tosa — jego glos w dyskusji dotyczacej filozofii matematyki zasluguje na
uwage.

1. WSTEP: FUNDACJONIZM I ANTYFUNDACJONIZM
W FILOZOFII MATEMATYKI

Podstawowe linie podzialu wsrdéd stanowisk w filozofii matematyki sa
w znacznej mierze odzwierciedleniem linii podziatu, z jakimi mamy do czy-
nienia w filozofii (cho¢ oczywiscie filozofia matematyki — tak jak kazda
dyscyplina filozoficzna — ma swoje wtasne problemy, ktore prowadza do dal-
szego zroznicowania stanowisk). Mamy wigc np. podzial na stanowiska rea-
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listyczne i nominalistyczne (réznice pogladow dotycza problemu istnienia
obiektow matematycznych), racjonalistyczne i empirystyczne (gdzie réznice
pogladow dotycza problemu wiedzy matematycznej) — i tych linii podziatlu
mozna nakre$li¢ znacznie wigcej. Tutaj interesowac nas bedzie kryterium
podziatu o charakterze metafilozoficznym, wyznaczone przez zadania sta-
wiane filozofii matematyki (a nie przez szczegdétowe rozstrzygnigcia o cha-
rakterze przedmiotowym). Mam tu na mysli podziat na stanowiska okreslane
jako fundacjonistyczne i antyfundacjonistyczne.

W pewnym uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze w mysl stanowiska fun-
dacjonistycznego na teorie matematyczne patrzy sig jak na teorie sformalizo-
wane w precyzyjnie okreslonym jezyku, z wyraznie zdefiniowanymi reguta-
mi wnioskowania. Dowo6d matematyczny utozsamiany jest z formalnie zde-
finiowanym i badanym w ramach teorii dowodu ciagiem formut. Zadaniem
filozofii matematyki miatoby za§ by¢ poszukiwanie i analizowanie podsta-
wowych zasad, nadajacych wiedzy matematycznej charakter wiedzy pewnej
i usuwajacych watpliwosci. Filozofia matematyki miata wigc by¢ dyscyplina
o charakterze normatywnym, metodologia matematyki za§ sprowadzac si¢ de
facto do metamatematyki’.

Pomimo ze tradycja ta zdominowata filozofi¢ matematyki XX wieku (a przy-
najmniej pierwszej jego potowy), mozna wskazaé takze inny, coraz bardziej
widoczny nurt o wyraznie antyfundacjonistycznej orientacji. Podstawowa re-
gula jest uznanie deskryptywnego, a nie normatywnego charakteru filozofii
matematyki. Celem analiz filozoficznych nie begdzie wigc konstruowanie
»SystemoOw zabezpieczen” dla matematyki, jej rekonstrukcja w ramach do-
branego uprzednio (odpowiednio zabezpieczonego) systemu pojgé, ale re-
fleksja nad praktyka matematyczna, nad taka matematyka, jaka faktycznie
jest uprawiana w salach wyktadowych i w gabinetach matematykow. W tym
ujeciu na dowod nie patrzy si¢ jak na konstrukt czysto formalny, ale przede
wszystkim jak na pewnego typu argumentacje, dzigki ktérej autor przeko-
nuje innych czlonkéw matematycznej spotecznosci (i samego siebie) do pew-
nych tez. Pojgcia matematyczne maja charakter zmienny, argumenty nigdy nie
sa konkluzywne. W takim ujgciu badania filozoficzne powinny uwzglednia¢
rowniez sam proces tworzenia matematyki, w ktérym jest miejsce na zma-

2Do tego nurtu mozna zaliczy¢ np. logicyzm (w ramach ktérego probowano ugruntowaé
prawdy matematyczne jako prawdy logiczne) czy program Hilberta — ktérego celem byto ugrun-
towanie matematyki klasycznej poprzez odwotanie do finitystycznej (,,bezpiecznej”’) metateorii.
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gania z oporna materia, walke z niejasno$ciami, wprowadzanie nowych po-
mystéow i koncepcji. Wtasnie do tego nurtu w filozofii matematyki mozna
zaliczy¢ koncepcje quasi-empiryzmu Lakatosa.

2. KONCEPCJA LAKATOSA

2.1. UWAGI WSTEPNE

W pogladach filozoficznych Lakatosa na matematyke widac silny wptyw
fallibilizmu Poppera, w mysl ktéorego rozwoj teorii naukowych nie ma cha-
rakteru kumulatywnego, lecz jest procesem, w ktorym mamy do czynienia
z obalaniem obowiazujacych teorii i tworzeniem nowych — majacych cha-
rakter hipotez wyjasniajacych. Teorie naukowe maja charakter niepewny, na-
szym za$§ zadaniem jest poddawanie ich ciaglym testom, a nie poszukiwanie
dla nich ostatecznych uzasadnien. W podobny sposob Lakatos postrzega teo-
rie matematyczne: zawsze wystgpuje w nich element niepewnosci, zawsze
mamy do czynienia jedynie ze (stabiej lub gorzej uzasadnionymi) hipote-
zami, a nie ostatecznymi prawdami. Teorie matematyczne moga by¢ falsy-
fikowane, i pod tym wzgledem sa podobne do teorii empirycznych.

Zarazem jednak rozwéj matematyki ma charakter racjonalny; w szcze-
g6lnosci odrzucenie danej hipotezy (czy nawet teorii) matematycznej wynika
z wewnetrznej logiki rozwoju matematyki. W tym sensie Lakatos pozostaje
w tradycji ,,internalistycznej”, nie odwotuje si¢ w swej koncepcji do katego-
rii spolecznych czy kulturowych (nie przypomina wi¢c np. mocnego pro-
gramu socjologii wiedzy)’.

2.2. NURT FORMALISTYCZNY A ZYWA MATEMATYKA

Lakatos wyraznie deklaruje si¢ jako przeciwnik szkoty, ktéra nazywa
»formalistyczna”. Tym mianem okresla szkotg, w mys$l ktorej matematyka
jest utozsamiana jej formalna idealizacja, filozofia matematyki za$ sprowa-
dzana jest do metamatematyki (LAKATOS 1976, 17). Odrzuca w szczegdl-
nosci reprezentowang np. przez Carnapa koncepcj¢ matematyki jako sktadni

3 Podkresla to P. Ernest w pracy ERNEST 1997, w ktorej sam probuje sformutowaé koncepcije
inspirowang pracami Lakatosa, ale utrzymana w duchu spotecznego konstruktywizmu a /a Bloor.
Przyznaje jednak, ze sam Lakatos bynajmniej nie sktaniat si¢ w strong takiej koncepcji.
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jezyka nauki (ktéremu towarzyszy program eliminacji rozwazan filozoficz-
nych na rzecz badan metanaukowych). Formalizm matematyczny, zdaniem
Lakatosa, opiera si¢ na podstawowych dogmatach pozytywizmu logicznego,
zgodnie z ktorymi tylko tautologie logiczne lub zdania weryfikowalne empi-
rycznie maja sens. Lakatos twierdzi jednak, Zze matematyka nieformalna nie
spetnia zadnego z tych dwoch warunkéw — tym samym zwolennik tego sta-
nowiska powinien uznaé, ze jest ona po prostu pozbawiona sensu (LAKATOS
1976, 19). Warto tu zwroci¢ uwagg na to, ze Lakatos — okreslany jako przed-
stawiciel quasi-empiryzmu matematycznego — nie deklaruje si¢ bynajmniej
jako empirysta w kwestii natury wiedzy matematycznej. Nalezy tez pod-
kresli¢, ze wedtug Lakatosa zdania matematyczne nie sa zwyklymi tauto-
logiami, ale maja pewna tres¢. Mozemy wigc mowi¢ o wiedzy matematycz-
nej, a nie tylko znajomosci regut manipulowania symbolami (wbrew opinii
logicznych pozytywistow)”.

Lakatos formalizm matematyczny okresla jako ostatnie ogniwo w tancu-
chu ,,dogmatystycznych filozofii matematyki” (LAKATOS 1976, 22). Mianem
»dogmatyzmu” za$§ okresla przeswiadczenie, ze mozemy osiagnaé prawdzi-
wa 1 pewna wiedze matematyczna. Dogmatyzmowi przeciwstawia scepty-
cyzm, w mys$l ktorego takiej pewnej wiedzy nie mozemy osiagnac (lub nie
mozemy wiedzieé, ze taka wiedz¢ osiagngli$my). Dotychczas matematyka
byta swoistym bastionem dogmatyzmu, kryzysy za$§ w podstawach mate-
matyki prowadzity do przeformulowan obowiazujacych teorii, ale nie do
zmiany samego sposobu uprawiania matematyki. Prowadzi to do ugruntowa-
nia obrazu matematyki jako wiedzy autorytatywnej, niezawodnej i niepod-
wazalnej i do epistemologicznego dogmatyzmu. Zdaniem Lakatosa nalezy
wreszcie podjac¢ probe zdobycia tej ,,twierdzy epistmologii dogmatystycznej”
(LAKATOS 1976, 22).

Przedmiotem zainteresowania Lakatosa sa bowiem teorie matematyczne
w wersji, w jakiej zostaly stworzone przez samych matematykow, a nie zre-
konstruowane w systemach formalistow’. Z tego tez powodu rzetelnie

* O koncepcji matematyki w wydaniu pozytywizmu logicznego Lakatos wypowiada sie kry-
tycznie, twierdzac, ze byta wrecz szkodliwa dla historii i filozofii matematyki (LAKATOS 1976, 19).

3 Lakatos z dezaprobata cytuje nastgpujacy fragment pism Tarskiego: ,Rzecz jasna, nie
wszystkie nauki dedukcyjne przybieraja posta¢ nadajaca si¢ na przedmiot badan naukowych. Nie
maja takiej postaci [...] te nauki, ktore nie sa oparte na dokladnie okreslonych podstawach lo-
gicznych, nie maja sprecyzowanych regut inferencji i ktorych twierdzenia sa zazwyczaj wy-
stowione w dwuznacznych i niescistych terminach jezyka potocznego — stowem: nauki, ktore nie
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uprawiana filozofia matematyki musi uwzglednia¢ histori¢ rozwoju matema-
tyki. Lakatos parafrazuje znane powiedzenie Kanta, twierdzac, ze historia
matematyki bez filozofii staje si¢ §lepa, a filozofia matematyki ignorujaca
rzeczywiste zjawiska historyczne staje si¢ pusta (LAKATOS 1976, 19)°.

2.3. NAUKI EUKLIDESOWE I QUASI-EMPIRYCZNE

Podstawowa rol¢ w koncepcji Lakatosa odgrywa rozrdznienie nauk na
euklidesowe (w polskim ttumaczeniu Dowodow i refutacji uzywany jest ter-
min ,,euklidejskie”) i quasi-empiryczne. Podziat ten dokonany jest ze wzglg-
du na mechanizmy uzasadniania tez danej nauki. To, czy dany system ma
charakter euklidesowy, czy tez quasi-empiryczny, uzaleznione jest od tego,
w jaki sposob weryfikowane sa tezy tego systemu (Lakatos mowi tu o ,,prze-
plywie wartosci prawdziwosci”). W systemie euklidesowym punktem wyj-
$cia sa aksjomaty, logika za$ jest narzedziem dowodu. W systemie quasi-
-empirycznym logika jest narzedziem krytyki: tutaj falszywos¢ stwierdzen
bazowych prowadzi do wykazania fatszywosci przyjetych zatozen (LAKATOS
1978, 224). Jest to wigc kryterium o charakterze metodologicznym, a nie
treSciowym: wazny jest sposob uzasadniania twierdzen danej nauki, mecha-
nizmy jej rozwoju, a nie przedmiot badan. Na przyktad logicyzm i formalizm
zaliczy¢ mozna (mimo glebokich réznic) do nurtu euklidesowego. Zdaniem
logicystow (np. Fregego i Russella) twierdzenia matematyczne daja si¢ wy-
prowadzi¢ z aksjomatéw o charakterze czysto logicznym. W myS$l stano-
wiska Hilberta te niepodwazalne prawdy to pewne podstawowe prawdy do-
tyczace stosunkowo stabych systeméw formalnych, relatywnie do ktérych
miatby zosta¢ skonstruowany dowod niesprzecznos$ci calej matematyki. Jed-
nak w przypadku obu tych stanowisk, wspélny pozostaje sposob myslenia’.

Lakatos w zywy (wrgcz emocjonalny) sposob krytykuje ujecie euklide-
sowe. Pozwolg sobie przytoczy¢ dtuzszy fragment:

sa sformalizowane” (TARSKI 2001, 31-32). Takie ujgcie jest — zdaniem Lakatosa — catkowicie
btedne; takze w wypadku matematyki nalezy uwzglednié¢ fakt, Ze nie jest tworzona jako sforma-
lizowany system.

% Nie znaczy to jednak, ze filozofia matematyki redukuje si¢ do studium historycznego. Re-
konstrukcja Lakatosa nie ma charakteru li tylko historycznej prezentacji.

" Decydujace staja si¢ wiec nie kryteria o charakterze ontologicznym (dotyczace domniema-
nego przedmiotu badan matematyki) czy epistemologicznym (dotyczace zrodet wiedzy matema-
tycznej), ale metodologicznym, dotyczace rozwoju matematyki.
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Metodologia euklidejska wypracowata pewien obowiazujacy styl wyktadu. [...]
Wyktad [...] rozpoczyna si¢ od podania ustalonej z drobiazgowa staranno$cig listy
aksjomatow, lematow, i/lub definicji. Te aksjomaty i definicje sprawiaja czg¢sto
wrazenie sztucznych i zagadkowo zawitych. Nie dowiadujemy si¢ nigdy, jak te
zawilo$ci powstaly. Po wyliczeniu aksjomatow i definicji nastgpuja starannie zre-
dagowane twierdzenia. Sa one obciagzone wymys$lnymi warunkami; wydaje sig
wprost niemozliwe, aby ktokolwiek je odgadt. Po twierdzeniu nastepuje dowod.

Zgodnie z euklidejskim rytuatem, student matematyki zobowigzany jest do
uczestniczenia w tych magicznych sztuczkach, bez zadawania pytan ani na temat
tego, skad si¢ one wzigly, ani tego, jak si¢ takie hokus-pokus robi. [...] W stylu
deduktywistycznym wszystkie twierdzenia sa prawdziwe i wszystkie wnioskowa-
nia prawomocne. Matematyke prezentuje si¢ jako stale powigkszajacy sig¢ zbidr
wiecznych, niezmiennych prawd. Kontrprzyktady, refutacje, krytyka nie maja
absolutnie prawa wstepu. (LAKATOS 1976, 216).

Zdaniem Lakatosa jest to ujgcie calkowicie btedne i wpycha matematyke
w Slepy zautek. Taki styl uprawiania (i wyktadania) matematyki odcina bo-
wiem matematyke od motywacji, ktére prowadza do tworzenia okreslonych
poje¢ matematycznych i ksztatltowania si¢ metod matematycznej argumen-
tacji. Deduktywistyczny styl uprawiania matematyki ukrywa te mechanizmy,
rezultat koncowy za$ zostaje uznany za niezawodny (LAKATOS 1976, 217).
Takie widzenie matematyki opiera si¢ na btednym przekonaniu, ze podsta-
wowym mechanizmem matematycznego rozwoju jest dedukcja, ze to logika
dedukcyjna stanowi adekwatny opis tworzenia wiedzy matematycznej®. Tak
jednak nie jest, gdyz wlasciwy opis tych mechanizméw daje nam tzw. styl
heurystyczny. Styl ten eksponuje sytuacj¢ problemowa, w ktérej doszto do
sformutowania hipotez, definicji i dowoddéw, w przeciwienstwie do stylu
deduktywistycznego, ktory catkowicie odrywa definicje i dowody od ich
»dowodow-przodkow”, przestawiajac je w sztuczny i arbitralny sposob ,,jak-
by si¢ wzigly z sufitu” (LAKATOS 1976, 219). Dominacja takiego pogladu
jest dla matematyki wrgcz szkodliwa. Zdaniem Lakatosa ukazanie heurys-
tycznych mechanizméw rozwoju (od pierwotnej hipotezy, poprzez dowdd,

¥ O zwolennikach takiej wizji matematyki Lakatos pisze, iz wyobrazaja sobie oni, ze mate-
matyk rozpoczyna pracg, ustalajac definicje i aksjomaty w sposob arbitralny, a nastgpnie z tych
definicji i aksjomatow wyprowadza twierdzenia. Jest to ujgcie blgdne — i Lakatos stawia sobie za
cel wykazanie, ze podobnie jak logika odkrycia naukowego nie jest logika indukcyjna (co
wykazat Popper), to rowniez logika odkrycia matematycznego nie jest logika dedukcyjna. LAKA-
TOS 1976, 217-218.
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kontrprzyktady az do definicji i twierdzen) pozwolitoby na odejscie od obo-
wigzujacej wizji uprawiania matematyki i zarazem przeciwdziataloby jej de-
generacji. To jednak jest trudne ze wzglgdu na dominacjg¢ stylu dedukty-
wistycznego i atomizacj¢ wiedzy matematycznej (LAKATOS 1976, 232-233).

2.4. ZDANIA BAZOWE

Punktem wyjscia w badaniach matematycznych sa tzw. zdania bazowe.
W yjeciu euklidesowym za takie bazowe zdania nalezatoby uzna¢ aksjomaty,
jako pierwotne w porzadku logicznym. Lakatos natomiast za zdania bazowe
uznaje te zdania matematyczne, ktoére najwczesniej (w porzadku genetycz-
nym, a nie logicznym) uznajemy za prawdziwe. Nie sa to aksjomaty teorii
formalnej, ale stwierdzenia, ktére przyjmujemy w matematyce nieformalnej,
ktore maja swoje zrodto w praktyce matematycznej. One dopiero moga sta-
nowi¢ punkt wyjscia dla etapu aksjomatyzacji teorii (ktéry jest znacznie
pozniejszy i — swobodnie moéwiac — nastgpuje dopiero wtedy, gdy juz dosé
dobrze rozumiemy sie¢ zaleznos$ci pojeciowych w naszej nieformalnej mate-
matyce). W procesie tworzenia teorii matematycznej mamy do czynienia
z podobnymi mechanizmami, jak w procesie tworzenia teorii empirycznej
(Lakatos ma tu na mys$li opis w duchu Poppera). Punktem wyjscia sa bo-
wiem swoiste explananda, ktérymi sa tezy matematyki niesformalizowane;.
Ewentualne aksjomaty teorii sformalizowanej stanowi¢ moga za$ hipotezy
wyjasniajace — i taki jest de facto ich status. W matematyce mamy wigc do
czynienia z testowaniem tych aksjomatow, a nie (tylko) z dedukowaniem
twierdzen (Lakatos mowi tutaj o ,,retransmisji fatszu”). W ten proces testo-
wania hipotez wyjasniajacych nieuchronnie wpisana jest mozliwo$¢ obalenia
(na podobienstwo popperowskiego mechanizmu falsyfikacji hipotez nauko-
wych). Aksjomaty matematyczne nie sa wigc ,,prawdami objawionymi”, nie
sa uzasadniane jedynie poprzez odwotanie si¢ do ich oczywistosci, ale takze
do faktu, czy dobrze potrafig uja¢ nasze przekonania matematyczne nabyte
w fazie tworzenia matematyki preformalnej — i to wtasnie matematyka pre-
formalna, intuicyjna stanowi ostateczne kryterium. Uprawianie matematyki
w duchu quasi-empirycznym opiera si¢ na zasadzie poszukiwania $mialych
hipotez, ktore maja duza sil¢ wyjasniajaca. Hipotezy poddawane sa krytyce
i nastgpnie (niektore z nich) sa eliminowane. W tym sensie metodologia quasi-
-empiryczna ma wysoce spekulatywny charakter (LAKATOS 1978, 224-225).

W tym rozwoju, w wyniku dziatania mechanizmu falsyfikacji pewne hipo-
tezy o charakterze wyjasniajacym zostaja odrzucone, sfalsyfikowane przez
»dane empiryczne”. Jednak charakter zdan bazowych, potencjalnych falsy-
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fikatorow jest oczywiscie catkowicie odmienny od zdan bazowych (poten-
cjalnych falsyfikatorow) w naukach empirycznych — nie sa to bynajmniej
stwierdzenia czasowo-przestrzenne (LAKATOS 1978, 233)°. Falsyfikacja teo-
rii matematycznej odbywa si¢ wigc poprzez jej skonfrontowanie z nieformal-
na praktyka matematyczna'’.

Lakatos, analizujac poj¢cie falsyfikatora w matematyce, odnotowuje ist-
nienie falsyfikatorow czysto logicznych — a mianowicie zdan wewngtrznie
sprzecznych (o strukturze p A —p). Falsyfikatory logiczne odgrywaja oczy-
wista rolg: teoria generujaca sprzeczno$¢ musi zostaé odrzucona, i nie ma
potrzeby tego faktu analizowaé. Jednak — zdaniem Lakatosa — oprocz falsy-
fikatorow czysto logicznych wazng role odgrywaja w matematyce tez falsy-
fikatory innego typu: zdania bazowe, ktorym w nieformalnej praktyce mate-
matycznej przypisaliSmy warto$¢ logiczna i ktore chcemy zachowaé w for-
malnej wersji tworzonej teorii. Formalizacja ma za zadanie uchwyci¢ t¢ —
dana juz uprzednio, w ramach matematyki nieformalnej — tre$¢ teorii nie-
sformalizowanej. Tresci teorii matematycznej nie definiuje bynajmniej do-
piero jej sformalizowana wersja — jest ona dana juz uprzednio. Dzigki temu
mozemy mowi¢ o mechanizmie falsyfikacji. Gdyby$Smy uznali, ze dopiero
sformalizowana teoria aksjomatyczna okres§la przedmiot swoich badan, wow-
czas nie byloby innych falsyfikatorow poza czysto logicznymi. Jednakze,
jesli uznamy, ze teoria sformalizowana jest wtérna w stosunku do pewnej
teorii niesformalizowanej, to mozna mowi¢ o obaleniu teorii sformalizo-
wanej poprzez obalenie jakiego$ jej twierdzenia w ramach teorii niesforma-
lizowanej (czyli udowodnienie negacji). Takie niesformalizowane twierdze-
nie Lakatos nazywa ,,falsyfikatorem heurystycznym” (LAKATOS 1978, 233).

Lakatos problem falsyfikatorow heurystycznych dla teorii aksjomatycznej
rozwaza na przyktadzie teorii mnogos$ci. Taka funkcj¢ — zdaniem Lakatosa —
moglyby spelnia¢ pewne zdania arytmetyczne, na przyktad hipoteza Gold-
bacha. Mechanizm falsyfikacji mialby nastgpujacy schemat: gdyby wyka-
zano w formalnej teorii mnogo$ci np. falszywos¢ tej hipotezy, a jedno-
cze$nie zwykta, nieformalna praktyka matematyczna pozwolitaby na udo-

? Quasi-empiryzm Lakatosa nie jest wiec empiryzmem w stylu Milla czy (wspolczesnie)
Kitchera, ktorzy uwazaja, ze matematyka jest po prostu idealizacja danych empirycznych.

19 Ujecie Lakatosa rozni si¢ wigc od ujecia Quine’a, ktory podkreslat znaczenie zwiazkow
matematyki z naukami empirycznymi w analizie filozoficznej (w szczegoélnosci znaczenie tych
zwiazkow dla argumentacji na rzecz matematycznego realizmu). Mozna powiedzie¢, ze koncep-
cja Lakatosa jest bardziej skupiona na samej matematyce jako takiej, na jej wewngtrznych
mechanizmach rozwoju.
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wodnienie prawdziwosci tej hipotezy, to stanowilaby ona falsyfikator aryt-
metyczny dla teorii mnogos$ci. Lakatos wskazuje zreszta inne zdania aryt-
metyczne, ktore moga petni¢ funkcj¢ takich potencjalnych falsyfikatorow.
Méwi w tym konteks$cie o — niezaleznych od ZFC — aksjomatach istnienia
duzych liczb kardynalnych (nazywanych czgsto ,,silnymi aksjomatami nie-
skonczonosci”). Lakatos zauwaza, ze zdaniami testowymi, potencjalnymi
falsyfikatorami dla tych aksjomatéw moga by¢ pewne rownania diofan-
tyczne (majace finitystyczny charakter) (LAKATOS 1978, 235)".

W przypadku zdan teorii mnogosci mozemy mysle¢ nie tylko o falsy-
fikatorach arytmetycznych. Lakatos rozwaza przyktad hipotezy kontinuum
i zauwaza, ze takze dla niej mozna znalez¢ pewnego typu stwierdzenia tes-
tujace. Oczywiscie nalezy pamigta¢ o tym, ze ta falsyfikacja nie miataby cha-
rakteru formalnego: chodzi tutaj o mechanizm, zgodnie z ktorym zdanie posia-
dajace niewiarygodne (dziwne, nieintuicyjne, niepozadane etc.) konsekwencje,
powinno samo zosta¢ uznane za niewiarygodne i tym samym zosta¢ odrzucone
jako aksjomat'?. Zdaniem Lakatosa metoda quasi-empiryczng przy wykazywa-
niu falszywosci hipotezy kontinuum postugiwat si¢ Godel, wskazujac na
niewiarygodne konsekwencje tej hipotezy (por. GODEL 1947/64, do ktorej to
pracy odwoluje si¢ Lakatos). Lakatos twierdzi wrecz, ze zbudowanie teorii
mnogos$ci, w ktorej mozna udowodni¢ negacj¢ hipotezy kontinuum, byto
kluczowe dla ,,nowego programu euklidesowego” Godla (LAKATOS 1978,
237)"5.

" Réwnania diofantyczne to wielomiany, w ktorych wspotczynnikami sa liczby catkowite
idla ktorych poszukujemy tylko rozwiazan w liczbach calkowitych. Za pomoca arytmetyzacji
sktadni (,,godelizacji”’) mozemy sformutowaé zdania arytmetyczne wyrazajace niesprzecznosé
teorii sformalizowanych, takich jak np. ZFC + MC (aksjomat istnienia liczby mierzalnej). Zdania
takie (standardowo oznaczane przez Conr, gdzie T jest interesujaca nas teoria) sa zdaniami moé-
wiacymi co$ o rownaniach diofantycznych, a jednocze$nie wyrazajacymi pewne metamatema-
tyczne tresci. Lakatos, mowiac o falsyfikatorach arytmetycznych dla teorii mnogosci ma na mysli
takze takie zdania.

12 Schemat (w uproszczeniu) bylby taki: (1) B jest zdaniem niewiarygodnym; (2) B logicznie
wynika ze zdania o. WNIOSEK: a jest zdaniem malo wiarygodnym. Te falsyfikatory dla teorii
mnogosci nie musza by¢ tylko zdaniami arytmetycznymi. Omawiajac New Foundations Quine’a,
zauwaza, ze funkcje falsyfikatorow moga petnic takze stwierdzenia naiwnej teorii mnogosci: fakt,
ze w New Foundations daje si¢ udowodni¢ twierdzenie, iz liczby porzadkowe nie sa dobrze upo-
rzadkowane przez relacje <, stanowi falsyfikacj¢ tej teorii (gdyz jest to wniosek bardzo nie-
intuicyjny). LAKATOS 1978, 235.

13 Lakatos zwraca tez uwage na fragment pracy GODEL 1944, gdzie Godel wskazuje odwo-
lanie si¢ do wiarygodno$ci wnioskow jako metod¢ uzasadniania hipotez. Rzeczywiscie, obok
intuicji matematycznej Godel wyraznie mowit o ,,drugim filarze” uzasadniania aksjomatéw mate-
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2.5. METODOLOGIA DOWODOW I OBALEN

Lakatos odrzuca metodologi¢ euklidesowa, proponujac whasne ujecie. W mysl
stanowiska Lakatosa, rozw6j matematyki quasi-empirycznej nie ma charak-
teru monotonicznego, nie polega na ciaglym dowodzeniu nowych twierdzen
i wzbogacaniu korpusu wiedzy matematycznej w ten sposob, ale na krytyce
i spekulacji, na ulepszaniu domystéw za pomoca poszukiwania nowych do-
wodow 1 prob obalenia (LAKATOS 1976, 22). Ogoélna charakterystyke tej me-
tody podaje w postaci kilku regut heurystycznych:

Reguta 1. Jesli masz jakas$ hipoteze, sprobuj udowodni¢ ja i obali¢ ja. [...] przy-
gotuj liste nieoczywistych lematow [...]; znajdz kontrprzyktady [...]

Reguta 2. Jesli masz kontrprzyktad globalny, to odrzu¢ hipotezg [...] i zastap
hipotezg hipoteza ulepszona. [...] Sprobuj uzyskac to, zeby wszystkie ,,ukryte le-
maty” staty si¢ jawne.

Reguta 3. Jesli masz kontrprzyktad lokalny; sprawdz, czy nie jest on takze
kontrprzykladem globalnym. (LAKATOS 1976, 87-88)"*

matycznych, a mianowicie poprzez odwotanie si¢ do ich owocnosci w rozwiazywaniu prob-
lemoéw: ”[D]ecyzja dotyczaca ich [nowych aksjomatow — K.W.] prawdziwosci jest mozliwa takze
w inny sposob, a mianowicie poprzez indukcyjna analizg ich «sukcesu». Sukces oznacza tutaj
owocnos¢ w konsekwencje, w szczegolnosci w konsekwencje «weryfikowalney, tj. konsekwencje
dowodliwe bez nowych aksjomatdw, ktorych dowody z pomoca nowych aksjomatow sa jednakze
zdecydowanie prostsze i tatwiejsze do odkrycia i umozliwiaja zawarcie w jednym dowodzie
wielu réoznych dowodoéw. [...] Mozna jednak wyobrazi¢ sobie o wiele wyzszy poziom weryfiko-
wania. Moga istnie¢ aksjomaty tak owocne w sprawdzalne konsekwencje, rzucajace tak duzo
$wiatla na catla dyscypling i dostarczajace tak silnych metod rozwiazywania problemoéw (i to roz-
wiazywania konstruktywnego, tak dalece, jak jest to mozliwe), ze niezaleznie od zagadnienia, czy
sa one wewngtrznie konieczne, powinny zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim stopniu, jak
dowolna dobrze ugruntowana teoria fizyczna” (GODEL 1947/64, 265).

W bardziej rozbudowanej formie Lakatos przedstawia ten schemat nastgpujaco: ,,Jest pe-
wien prosty wzorzec odkrycia matematycznego czy rozwoju nieformalnych teorii matematycz-
nych. Sktada si¢ on z nastgpujacych etapow:

(1) Pierwotna hipoteza.

(2) Dowod (surowy eksperyment myslowy lub argument polegajacy na rozktadzie pierwotnej
hipotezy na podhipotezy czy lematy).

(3) Wylaniaja si¢ kontrprzyktady «globalne» (kontrprzyktady wobec pierwotnej hipotezy).

(4) Dowod zostaje ponownie przeanalizowany — wychwycony zostaje «lemat-winowajcay,
wobec ktorego kontrprzyktad globalny jest kontrprzyktadem «lokalnymy». Ten winny lemat mogt
pozostawac¢ uprzednio «w ukryciu» lub by¢ blednie rozpoznany. Teraz przedstawia si¢ go w jaw-
nej postaci i wbudowuje w pierwotna hipotezg jako warunek. Pierwotna hipotezg zastgpuje
twierdzenie — ulepszona hipoteza — ktérej najdonioslejsza cecha jest nowe, wygenerowane przez
dowod pojecie” (LAKATOS 1976, 195-196).
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Zdaniem Lakatosa rozw06j matematyki odbywa si¢ wtasnie w drodze for-
mutowania dowodow lematow, dla ktorych nastgpnie znajdujemy kontrprzy-
ktady (,,lokalne” badz ,,globalne”), co pozwala na udoskonalenie dowodu,
uswiadomienie sobie ukrytych zalozen i korygowanie tychze. To powoduje,
ze heurystyka matematyczna jest podobna do heurystyki nauk przyrodni-
czych, gdyz stawianie hipotez, proby dowodzenia i obalenia, odgrywaja
istotna role w obu tych dyscyplinach (LAKATOS 1976, 120).

Przyktad analizowany przez Lakatosa w jego podstawowej pracy to hipo-
teza Eulera dotyczaca wieloscianéw. Praca ta ma forme dialogu — mozna wy-
obraza¢ sobie, ze to adepci matematyki staraja si¢ wspolnymi sitami doj$¢
do konstruktywnych wnioskow, napotykajac po drodze na liczne przeszkody:
kontrprzyktady, luki w rozumowaniach, niejasno$¢ pozornie dobrze okreslo-
nych poje¢ etc. Nalezy tutaj zauwazy¢, ze nie jest to rekonstrukcja histo-
ryczna — Lakatos explicite pisze o tym, ze prawdziwa historia przedstawiona
jest w przypisach. Rekonstrukcja Lakatosa nie dotyczy wigc faktycznego
przebiegu zdarzen historycznych, ale raczej swoistej ,,logiki rozwoju” mate-
matyki, ktéra ujawnia si¢ w pewien sposob w faktycznym rozwoju histo-
rycznym. Skonstruowany przez Lakatosa dialog ma ujawniaé t¢ ,logike

rozwoju”"’.

To sa podstawowe etapy — ale mozna wyrozni¢ tez niekiedy dalsze:

,»(5) Bada si¢ dowody innych twierdzen, aby sprawdzi¢, czy pojawiaja si¢ w nich nowo od-
kryte lematy lub wygenerowane przez dowod pojgcie [...]

(6) Sprawdza si¢ uznawane dotychczas konsekwencje pierwotnej, obecnie obalonej hipotezy.

(7) Kontrprzyktady staja si¢ nowymi przyktadami — otwieraja nowe pola badan” (LAKATOS
1976, 196)

' Roznice miedzy konstrukcja dialogu Lakatosa a faktycznymi zdarzeniami historycznymi
podkresla Koetsier (KOETSIER 1991, 42). Koetsier wprowadza pojgcie mikro- i makropoziomu:
poziom ,,mikro” dotyczy poszczegodlnych problemow, twierdzen (czgsto wigc dotyczy¢ bedzie
poszczegblnych matematykow i sposobu ich myslenia). Poziom ,,makro” dotyczy catych dziedzin
matematycznych, a nawet calej matematyki (a wigc zazwyczaj catej spotecznosci matematykow)
(KOETSIER 1991, 14). Koetsier twierdzi, ze ujgcie w duchu dowodéw i obalen mozna traktowac
jako swoistg racjonalna (nie historyczna!) rekonstrukcj¢ procesu tworzenia matematyki na mikro-
poziomie (KOETSIER 1991, 43). Nie stanowi ona natomiast dobrego opisu rozwoju catych dzie-
dzin matematycznych (czy catej matematyki) — tutaj wlasciwa jest metodologia programéow ba-
dawczych, bedaca przedmiotem zainteresowania Lakatosa w pozniejszej fazie jego filozoficznego
rozwoju.
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3. UWAGI KRYTYCZNE

3.1. FALSYFIKATORY ARYTMETYCZNE DLA TEORII MNOGOSCI?

Lakatos pisze o falsyfikatorach arytmetycznych dla teorii mnogosci —
czyli rownaniach diofantycznych, ktérych prawdziwosé (ewentualnie fat-
szywos$¢) miataby znaczenie nawet dla tez teoriomnogos$ciowych dotycza-
cych duzych liczb kardynalnych. Rzeczywiscie, zdanie Conzrc, wyrazajace
niesprzeczno$¢ ZFC, jest zdaniem arytmetycznym (podobnie jak np. zdania
Congzgcmc, Congecav-r, Conze:ap, etc.), dotyczacym wielomiandw. Mozna wigc
powiedzie¢, ze nasza wiara w niesprzecznos¢ tych teorii (a takze wielu in-
nych) moze by¢ testowana poprzez zdania arytmetyczne (po prostu pewne
rownania diofantyczne). Hipotetyczny scenariusz falsyfikacji, jaki zapewne
mogt mie¢ na mysli Lakatos, wyglada nastepujaco:

1. Rozwazamy dodanie do ZFC dodatkowych aksjomatow, np. aksjomatu
istnienia liczby mierzalnej (MC).

2. Rozwazamy zdanie Congrcimc — jest to zdanie arytmetyczne, wyraza-
jace (dzigki odpowiedniemu kodowaniu) niesprzeczno$¢ teorii ZFC+MC

3. To zdanie jest falsyfikatorem arytmetycznym dla teorii ZFC+MC: jesli
w nieformalnej matematyce potrafilibySmy podaé¢ argumenty Swiadczace
o falszywosci zdania Congpcimc, bytby to wazny argument na rzecz odrzu-
cenia teorii ZFC+MC. Uznamy wowczas, ze zostala ona sfalsyfikowana
poprzez zdanie arytmetyczne.

Problem polega jednak na tym, ze zdanie typu Conzgcyc Nie ma w zasa-
dzie zadnej tresci czysto teorioliczbowej. Zostalo ono skonstruowane witas-
nie jako zdanie o charakterze metateoretycznym, a nie jako zdanie, ktorym
skadinad zainteresowaliby sig specjalisci od teorii liczb. Nie przypomina ono
bynajmniej hipotezy Fermata czy Goldbacha ani innych zwyklych zdan
arytmetycznych. Z punktu widzenia teorii liczb zdanie Conzpcimc nie jest
bardziej (ani mniej) interesujace niz zdanie Congzgc czy zdanie Congpcsv-r
albo zdanie Conggc+cn czy Conggc+—cu- Zdania te nie wyrastaja przeciez z na-
turalnej, ,,codziennej” praktyki teorii liczb, ale z rozwazan metateoretycz-
nych. Trudno sobie wyobrazi¢ zwykly argument matematyczny, ktéry miatby
wykaza¢ falszywos$¢ zdania Conggcrmc W inny sposob, niz odwotujac si¢ do
wyrafinowanych rozwazan teoriomnogosciowych'®. Mozna wigc w zdecy-

'® Nie twierdze tu bynajmniej, ze takie argumenty mozna sformulowaé — a gdyby nawet, to
oczywiscie nie bylyby to argumenty o charakterze formalnym, bo teoria ZFC+MC jest nie-
sprzeczna relatywnie do teorii ZFC.
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dowany sposob stwierdzi¢, ze gdy Lakatos moéwi o takich arytmetycznych
falsyfikatorach wzmocnien teorii mnogosci, to popetnia naduzycie'’.

Lakatos jako przyktad potencjalnego falsyfikatora podaje tez hipotezg
Goldbacha'®. Faktycznie, jest to zdanie o klarownej tresci teorioliczbowej,
imamy pewne bezposrednie intuicje dotyczace rozumienia tego zdania
(w przeciwienstwie do zdan typu Conzpcimc, ktore moéwia cos o wielomia-
nach bardzo wielu zmiennych i sag — z punktu widzenia zwyktej matematyki
— sztuczne). Mozna wigc sobie wyobrazi¢ rozstrzygnigcie hipotezy Gold-
bacha w zwyklej matematyce. Jest jednak mato prawdopodobne, aby tech-
niki np. geometrii algebraicznej czy analizy rzeczywistej i zespolonej, wyko-
rzystywane w teorii liczb (mam tu na mysli oczywiscie nie arytmetyke
Peano, ale teori¢ liczb w takiej wersji, w jakiej faktycznie jest uprawiana),
okazaly si¢ niezgodne z aksjomatami teorii mnogosci ZFC — de facto zna-
czyloby to bowiem, ze ,,zwykla matematyka” jest po prostu sprzeczna z teo-
ria mnogos$ci, w co raczej trudno uwierzy¢'’. Jednak sama idea Lakatosa jest
dos¢ klarowna: chodzi o zilustrowanie faktu, ze teoria mnogos$ci mogtaby
prowadzi¢ do wnioskéw sprzecznych z codzienna praktyka, i tym samym
bytaby przez t¢ praktyke sfalsyfikowana.

Bardzo watpi¢ jednak w to, czy mozna poda¢ przekonujacy przyklad zda-
nia ilustrujacego mechanizm falsyfikacji, o ktorym moéwi Lakatos. Jest wy-
soce nieprawdopodobne, aby istniato zdanie bgdace twierdzeniem matema-
tyki nieformalnej, ktérego negacja bytaby twierdzeniem ZFC. Ewentualny
przyktad moglby co najwyzej odwolywaé si¢ do zdania, ktore np. zostaje

7 Warto wspomnie¢ o jeszcze jednej trudnosci. Ot6z zdanie Conps wyraza niesprzecznosé
teorii PA. Jest ono (na mocy II twierdzenia Gddla) zdaniem niezaleznym od PA, wigc teoria
PA +—Conp, jest teoria niesprzeczna. Wydaje sig to nieco zaskakujace, ale tak wiasnie jest. Czy
nalezy stwierdzi¢ (w duchu Lakatosa), ze jest to przyktad teorii niesprzecznej, ktéra sama siebie
falsyfikuje? Trudnos¢ pojawia sig tutaj w momencie, kiedy dokonujemy kodowan i utozsamiamy
zdanie arytmetyczne Conpa z intuicyjnym zdaniem wyrazajacym niesprzecznos¢ teorii PA (czy
innej, interesujacej nas teorii — rowniez teoria ZFC + —Conggc jest teoria niesprzeczng). Lakatos
w ogole nie bierze tego faktu pod uwagg.

'8 Zauwazmy, Ze hipoteza Fermata tez dotyczy pewnego réwnania diofantycznego. Jednak,
w przeciwienstwie do zdan wyrazajacych niesprzeczno$é pewnych teorii, to zdanie ma bezpo$-
rednie (a nie via skomplikowane kodowania!), naturalne i gigbokie odniesienia do ,,zwyklej mate-
matyki” — a jego prawdziwo$¢ zostata wykazana przez odwolania do technik geometrii alge-
braiczne;j.

' Cho¢ oczywiscie mozna zauwazy¢, Ze abstrakcyjne techniki teorii mnogoéci wykraczaja
zdecydowanie poza ,.codzienne” potrzeby matematyki. To jednak nie prowadzi do zadnej
sprzecznosci.
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rozstrzygnigte w pewien sposob w ZFC, ale nieformalna matematyka suge-
ruje inne rozwiazanie. Gdyby wigc okazato sig, ze np. ZFC dowodzi zdania
P=NP, to fakt ten stanowitby powazny argument przeciwko ZFC (wigkszo$¢
specjalistow uwaza, ze P#NP)*. Uwazam jednak, ze taka sytuacja jest bar-
dzo mato prawdopodobna i poszukiwanie tego typu falsyfikatorow jest zajg-
ciem skazanym na niepowodzenie.

Zgadzam si¢ natomiast z Lakatosem, ze mozna poszukiwac¢ uzasadnien
dla aksjomatéw teoriomnogosciowych w stabszym sensie — nie poprzez falsy-
fikacje w silny sposob, ale poprzez analiz¢ konsekwencji. Nie jest to jednak
oryginalny pomyst Lakatosa — o tego typu mechanizmach pisano juz znacz-
nie wezeéniej (np. Godel)™.

3.2. PRZYKLADY LAKATOSA A WSPOLCZESNA MATEMATYKA

Lakatos w swoich przykladach odwotuje si¢ do matematyki XVIII- i XIX-
wiecznej. Podajac przyktad hipotezy Eulera czy problemu ciagtosci funkcji
granicznej”’, ukazuje sytuacje, w ktérych pewne pojecia rozumiane byly
jedynie intuicyjnie, argumentacja matematyczna za$ miata charakter nie do
konca sprecyzowany. Lakatos swoje studium przypadku traktuje jako repre-
zentatywne dla catej matematyki. I tu popelnia — moim zdaniem — dos$¢ po-
wazne naduzycie, nie stawia bowiem tezy czysto historycznej, ale filozoficz-
na tez¢ dotyczaca natury matematyki (takze wspotczesnej). Dezawuujac nurt
formalistyczny, jako niecodpowiadajacy ,,zywej” matematyce, zapomina jedno-
czesnie o tym, ze jednym z wielkich osiagnig¢ logiki wspotczesnej (Fregego,
Russella, Hilberta, Godla etc.) byto uswiadomienie sobie, ze pojgciu mate-
matycznego dowodu nalezy (i mozna) nadaé precyzyjna postac. I cho¢ znane

2 Nie wnikajac w szczegoly, hipoteza P=NP stwierdza, Zze problemy, jakie daja sie roz-
wigzaé za pomoca algorytmu niedeterministycznego w czasie wielomianowym, daja si¢ tez roz-
wigzaé za pomoca algorytmu deterministycznego w tym samym czasie. Gdyby hipoteza ta byta
prawdziwa, to w szczegoélnosci istniatby szybki algorytm sprawdzajacy, czy dana formuta ra-
chunku zdan jest tautologia.

2 W filozofii matematyki zywy jest nurt rozwazan, w ramach ktorego analizowane sa argu-
menty (pozaformalne) dotyczace wiarygodnosci aksjomatow dla teorii mnogosci. Prace, w kto-
rych poruszana jest ta problematyka, to np. MADDY 1988, 1988a, 1997, jak i ,kwartet”: FEFER-
MAN 2000, FRIEDMAN 2000, MADDY 2000, STEEL 2000, w ktorym autorzy dyskutuja problem, czy
w teorii mnogos$ci oraz w ,,zwyklej” matematyce moga by¢ potrzebne nowe aksjomaty (por. tez
np. Woitowicz 2001, 2002, 2006).

22 Lakatos analizuje réwniez pojecia wahania ograniczonego funkcji, omawia tez przyklad
definicji mierzalnosci podanej przez Caratheodory’ego.
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z praktyki matematycznej dowody nie sg ciagami formutl w rozumieniu teorii
dowodu, to jednak wierzymy w to, ze dowody te sa rekonstruowalne w ,,lo-
gicznie czystej” postaci. Matematycy nie maja problemow o charakterze
metodologicznym (czy co$ jest, czy nie jest dowodem?) — gdyby pewna
argumentacja wygladata ,podejrzanie”, to mozna byloby ja zrekonstruowaé
w postaci formalnie poprawnej i ustali¢c w ten sposob jej status. Oczywiscie,
przyktady Lakatosa jako przyktady historyczne sa interesujace — pokazuja
bowiem mechanizm rodzenia si¢ poje¢ i rozumowan matematycznych. Doty-
cza jednak matematyki z okresu, gdy nie u§wiadomiano sobie jeszcze w pel-
ni wagi precyzacji i logicznej formalizacji. Nie sadzg, aby mozna byto w za-
sadny sposob twierdzi¢, ze w matematyce wspotczesnej sa obecne takie wy-
mykajace si¢ formalizacji intuicje i Ze sa pewne pojgcia matematyczne nie-
definiowalne w jezyku formalnym (cho¢ oczywiscie nie sa formalizowalne
pojecia ,,okotomatematyczne”, jak np. pojgcie elegancji dowodu czy rangi
twierdzenia). Lakatos odwotuje si¢ do przykladu teorii mnogosci, ktora ro-
dzita si¢ jako teoria do$¢ abstrakcyjna (ale nie nalezy zapomina¢ o konkret-
nych matematycznych motywacjach, ktéore doprowadzily Cantora do stwo-
rzenia pojecia liczby porzadkowej). Jednak w ramach teorii mnogosci mozna
zrekonstruowaé zwykte pojecia matematyczne i nie mozna tutaj mowic o roz-
bieznosci miedzy pojeciami matematycznymi a teoriomnogo$ciowymi>. Jest
wigc bardzo mato prawdopodobne, aby mogly istnie¢ zdania teoriomnogo-
sciowe, dowiedzione w teorii mnogosci, a obalone w teorii nieformalnej.
Obecnie teorie nieformalne sa ,,tak naprawde” formalne, a metodologiczna
samo$wiadomos¢ matematykow zdecydowanie wyzsza niz w wieku XVIII
czy XIX.

3.3. DOwODY I REFUTACJE — DOBRY PODRECZNIK MATEMATYKI?

Lakatos, krytykujac matematyke euklidesowa, zdaje si¢ twierdzié, ze pro-
wadzi ona do blgdnego ujgcia nauczania matematyki i ze dobry podrecznik
matematyki powinien by¢ napisany w stylu heurystycznym. Zamiast goto-
wych definicji, ktére wyskakuja niczym krolik z kapelusza juz na pierwszej
stronie, zamiast gotowych dowodow, przedstawiajacych koncowy efekt pra-
cy (ktory nie pozwala nam ujrze¢ zmagan matematyka z opornag materia),

2 Cho¢ nalezy przyznaé, Ze teoria mnogosci ma do pewnego stopnia ,introwertyczny cha-
rakter” — w znacznej czg$ci dotyczy problemow wewngtrznych, niemajacych w zasadzie odnie-
sienia do reszty matematyki.
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adept matematyki powinien uczy¢ si¢ matematyki poprzez ,rozpoznanie
walka”, zgodnie z metodologia dowodow i obalen.

Pytanie o to, jak skutecznie nauczaé¢ matematyki, jest pytaniem empirycz-
nym i nie podejmuje si¢ tu go rozstrzyga¢**. Przypuszczam jednak, ze pod-
reczniki pisane w duchu Dowodow i refutacji bylyby zmora studentow
i w znacznie wigkszym stopniu niz obowiazujace ,,euklidejskie” podrgczniki
prowadzityby do zniechgcenia stuchaczy, sama za§ matematyke wpedzitaby
w §lepy zautek. Pozwolg sobie tu przytoczy¢ opinig¢ Fefermana, ktorego zda-
niem forma wywodoéw Lakatosa (najezonych szczegotami historycznymi, po-
zornymi wynikami, krytykami, kontrprzyktadami) jest meczaca i $ledzenie
wszystkich szczegolow nie dostarcza lepszego zrozumienia, cho¢ wymaga
duzej determinacji (FEFERMAN 1978, 311). Zgadzam si¢ z tym w petni — cho¢
oczywiscie student matematyki mogtby (juz po zapoznaniu si¢ z tematyka)
taki podrecznik przejrze¢ w charakterze ciekawego uzupelnienia i dodatko-
wego wyjasnienia. Lakatos akcentuje sam proces tworzenia si¢ wiedzy mate-
matycznej, zarazem zdaje si¢ ignorowaé fakt, ze dowdd w ostatecznej wersji
ukazuje strukture logiczna, ktorej zidentyfikowanie byto celem matematyka®.

4. UWAGI KONCOWE

Niezaleznie od tego, ze tezy Lakatosa mozna uznaé za zbyt radykalne,
jego argumentacje¢ za§ w wielu miejscach za niewiarygodna, to nalezy przy-
znaé, ze zastuga Lakatosa jest dowartoSciowanie pewnego sposobu upra-
wiania filozofii matematyki. Klasyczne stanowiska w filozofii matematyki
uprawiane byly w duchu fundacjonistycznym, interesowaty si¢ przede wszyst-
kim matematyka w wersji sformalizowanej, poddanej stosownej rekon-
strukcji. Koncentrowaly si¢ — w pewnym sensie — juz na gotowym pro-

* Nalezy tu podkreslié, ze praca Lakatosa nie dotyczy dydaktyki matematyki wczesno-
szkolnej, ale matematyki takiej, jaka jest uprawiana przez matematykow.

2 Gdyby te pomysty dydaktyczne Lakatosa przeniesé na inne dziedziny (i pozwolié sobie na
pewna zlosliwosc), to nalezaloby twierdzi¢, ze informatyk, zamiast uczy¢ si¢ jezykow progra-
mowania, powinien najpierw takie jezyki wymysla¢ (a jeszcze wczesniej powinien wymys§lié
maszyng Turinga); fizyk — zamiast uczy¢ si¢ réwnan rozniczkowych, powinien ,,wczué” sig
w rolg Galileusza czy Newtona, chemik — zamiast uczy¢ si¢ np. chemii kwantowej, powinien sam
usitowa¢ ja wymysli¢ etc. Bytoby to z pewnoscia pouczajace, jednak edukacja trwataby wtedy
nie np. 5, ale 500 lat.
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dukcie, na matematyce jako na swoistym idealnym konstrukcie. Przed-
miotem ich badan byta przede wszystkim struktura logiczna teorii, a nie
historia i okolicznosci ich powstawania. Lakatos zwrdcil natomiast uwage na
fakt, ze takze w odniesieniu do matematyki mozna stosowac jezyk i pojegcia
wykraczajace poza pojgcia logiczne, akceptujac zarazem przekonanie o racjo-
nalno$ci rozwoju matematyki.

Dzi$ tezy Lakatosa nie brzmia juz tak bardzo radykalnie, jak kiedys.
Pojawia sig coraz wigcej prac, w ktorych autorzy zwracaja uwage na swoiste
napigcie pomigdzy pojeciem dowodu formalnego a pojgciem dowodu z prak-
tyki matematycznej (por. np. prace BASSLER 2006, FALLIS 2003, PANZA
2003). Toczone sa dyskusje dotyczace wiarygodnosci ewentualnych nowych
aksjomatow (por. np. prace wymienione w przypisie 21). Warto wspomnie¢
antologi¢ TYMOCZKO 1986, ktora zawiera szereg tekstow z nurtu anty-
fundacjonistycznego (nowsza taka antologia to HERSH 2005). Prace HAL-
LETT 1979 dotycza prob zastosowania koncepcji programoéw badawczych
Lakatosa do opisu rozwoju matematyki. Artykut OLIVERI 2006 zawiera
szczegdtowa probe opisu rozwoju teorii mnogosci w jezyku tej koncepcji.
Praca ERNEST 1997 to préba wykorzystania koncepcji Lakatosa do ujecia w
duchu spotecznego konstruktywizmu. Dobra prezentacje i wazne uwagi
krytyczne zawiera praca FEFERMAN 1978. Van Bendegem (np. w pracy VAN
BENDEGEM 1988) zwraca uwage na aspekty dowoddéw matematycznych,
ktore wymykaja si¢ opisowi technicznemu. Najbardziej szczegotowa za$
(wedle mojej wiedzy) monografia po§wigcona filozofii matematyki Lakatosa
to KOETSIER 1991.

Filozofia matematyki nie jest juz dzisiaj tak ,,euklidesowa” jak 40 czy 50
lat temu — 1 jest to po czg$ci zasluga Lakatosa. Cho¢ wigc z wieloma tezami
szczegotowymi nie mogg si¢ zgodzi¢, to jego prace uwazam za wazne dla
rozwoju tej dyscypliny i warte lektury.
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ON IMRE LAKATOS’ PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

Summary

The paper is concerned with Imre Lakatos’ philosophy of mathematics; it contains a presen-
tation of Lakatos’ views and a critical analysis.

Lakatos formulates his conception on the basis of a case study — namely, the history of
Euler’s hypothesis concerning polyhedrons. Differentiation of Euclidean and quasi-empirical
theories depending on mechanisms of justification of the theses of a given science is crucial to
Lakatos’ conception. Lakatos opposes the view according to which mathematics has a Euclidean
character, i.e. it is created by deducing theorems from axioms. In mathematics we deal with the
mechanism of formation of explaining hypotheses for basic propositions (which are propositions
accepted in informal mathematics) and in this respect it reminds of empirical sciences.

The paper — apart from presenting Lakatos’ conception — also contains several critical re-
marks. I assert that the concept of arithmetic falsifier for multiplicity theory he introduced is not
well justified. I prove the thesis that although examples on which Lakatos’ conception is based
do have a historical value, they do not have any reference to contemporary mathematics. And
finally I assert that it is doubtful if the way of presenting mathematical problems that Lakatos
used can have a didactic value.

Translated by Tadeusz Kartowicz

Stowa kluczowe: quasi-empiryzm matematyczny, falsyfikator arytmetyczny, hipoteza Eulera,
styl heurystyczny, antyfundacjonizm.
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